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Zadania — seria 11.

Obliczenia naukowe: réwnania rézniczkowe zwyczajne.

Zadanie 1. pendulum — Wahadlo matematyczne.
Roéwnanie ruchu wahadla matematycznego ma postac

a0 g .

o) + 7 sinf = 0,
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym, [ — dlugoscia wahadla, zas 0 = 6(t) — zmienna dynamiczna
opisujaca wychylenie wahadla z polozenia réownowagi.

Napisz program pendulum rozwiazujacy réwnanie ruchu wahadla matematycznego numerycznie (bez stoso-
wania przyblizenia malych drgan). Program powinien wyznaczaé¢ wychylenie 0 i predko$é katowa w = d@/dt
wahadla o zadanej dlugodci | w przedziale czasowym t € [0, tmax] z krokiem 6t dla zadanych warunkéw
poczatkowych 0(0) = 6y i w(0) = wy. Jako argumenty wywolania program powinien przyjmowaé pie¢ liczb
zmiennoprzecinkowych reprezentujacych kolejno: dtugo$é¢ wahadla [, wychylenie poczatkowe 6y, poczatko-
wa predkos¢ katowa wy, czas trwania symulacji ty,.x oraz krok czasowy dt, a takze opcjonalny przelacznik
okreslajacy metode numerycznego rozwigzywania réwnania:

e —-Euler — metoda Eulera,
e —-midpoint — metoda punktu Srodkowego,
e ——RK4 — metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

W przypadku braku przelacznika nalezy zastosowaé¢ metode Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Wynikiem dzialania programu powinno byé¢ wypisanie na standardowe wyjscie listy czaséw oraz odpowia-
dajacych im wartoéci wychylenia i predkosci katowej oraz narysowanie wykresu przedstawiajacego diagram
fazowy w = w(0).

Zadanie 2. 1v — Model Lotki—Volterry.

Rozwazmy ekosystem zlozony z dwéch oddziatujacych ze soba populacji: drapieznikéw oraz ich ofiar. Niech
x = x(t) bedzie liczebnoscia populacji ofiar, zas y = y(t) — liczebnoscia populacji drapieznikéw. Ewolucje
czasowa tych wielkodci opisuja réwnania Lotki—Volterry:

% = (a’ - by) z,
dy
il (cx—d)y.

Stale parametry a, b, ¢ i d opisuja odpowiednio: naturalny przyrost populacji ofiar, zmniejszanie sie popu-
lacji ofiar wskutek drapieznictwa, wzrost populacji drapieznikéw zwiazany z dostepnoscia pozywienia oraz
naturalne zmniejszanie sie populacji drapieznikow.

Napisz program 1v rozwiazujacy numerycznie rownania Lotki—Volterry. Program powinien wyznaczaé liczeb-
nos$é populacji ofiar x i liczebnoéé populacji drapieznikéw y w przedziale czasowym t € [0, timax] z krokiem



dt dla zadanych warunkéw poczatkowych z(0) = xg i y(0) = yo oraz zadanych wartosci parametréw a, b, ¢
i d. Jako argumenty wywotania program powinien przyjmowac osiem liczb zmiennoprzecinkowych reprezen-
tujacych kolejno: parametry a, b, ¢ i d, wartosci poczatkowe xg i yg, czas trwania symulacji tyax oraz krok
czasowy 0t. Postuz si¢ metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu.

Wynikiem dziatania programu powinno by¢ wypisanie na standardowe wyjscie listy czasow oraz odpowiada-
jacych im liczebnosci populacji ofiar i drapieznikéw oraz narysowanie wykresu przedstawiajacego zaleznosci
x = z(t) oraz y = y(t).

Zadanie 3. duffing — Oscylator Duffinga.

Oscylatorem Duffinga nazywamy uklad mechaniczny opisywany réwnaniem ruchu

d?z dz

—= 40— + fx + az’ = ycos(wt).

o TP 7y cos(wt)
Wielko$é « = z(t) jest zmienna dynamiczng opisujaca wychylenie oscylatora z polozenia réwnowagi, zas
state «, 3, 7 1 § — parametrami. Uklad ten wykazuje zachowanie chaotyczne — niewielka zmiana warunkow
poczatkowych znaczaco wplywa na jego ewolucje.

Wykorzystujac modul scipy.integrate.solve_ivp, napisz program duffing rozwiazujacy numerycznie
réwnanie ruchu oscylatora Duffinga. Program powinien wyznaczaé¢ wychylenie x i predko$é v = dz/dt oscy-
latora o zadanych wartos$ciach parametréw

a=w=1, p=-1, §=0,2, ~v=0,3
w przedziale czasowym ¢ € [0, tmax| z krokiem 0t dla trzech zestawéw wartosci poczatkowych:
zo1 = 0,99 Too = 1 zo3 = 1.01
{001 =0, {voz =0, {’003 = 0.
Jako argumenty wywolania program powinien przyjmowaé dwie liczby zmiennoprzecinkowe reprezentujace

kolejno czas trwania symulacji ty.x oraz krok czasowy dt. Program powinien rysowaé¢ na jednym wykresie
diagramy fazowe v = v(t) dla wszystkich trzech zestawéw wartosci poczatkowych.
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